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Esta solucion solo es una referencia de las posibles respuestas. Los grdficos detallados se demostrardn en
detalle en clases y/o ayudantias.

Factores Productivos, Producto Medio y Producto Marginal

3.1) ;Cuéles son las propiedades de las funciones de produccién?
Respuesta:

e No se puede producir sin nada. Basicamente si no hay input de entrada, no se puede generar
output de salida. Recordar f(0) = 0.

e Las funciones de produccién son creciente en el uso de fatores. Esto quiere decir que la Pro-
ductividad Marginal debe cumplir Pmg > 0.

e Se consideran funciones de produccién céncavas para justificar los rendimientos decrecientes a
escala. Cabe mencionar que pueden existir funciones convexas.

3.2) Estudie la productividad de la siguiente funcién de produccién: F(K, L) = AK'/2LY/2,
Respuesta: para estudiar su productividad debemos observar su primera y segunda derivada parcial
de cada uno de los factores.

aFéI; L) _ %AK’WLW >0
aQF(Kv L) 1 -3/211/2

La primera derivada con respecto al capital es positiva, lo que indica que la funciéon posee rendimien-
tos positivos con respecto al capital. En cuanto a la segunda derivada notamos que es negativa, por
lo que, la funcién posee rendimientos decrecientes con respecto al capital. Conclusién, rendimientos
positivos y decrecientes al capital.

aF(@ia L) — %AK1/2L71/2 >0
azF(Kv L) 1 1/21-3/2

La primera derivada con respecto al trabajo es positiva, lo que indica que la funcién posee rendimien-
tos positivos con respecto al trabajo. En cuanto a la segunda derivada notamos que es negativa, por
lo que, la funcién posee rendimientos decrecientes con respecto al trabajo. Conclusién, rendimientos
positivos y decrecientes al trabajo.



3.3)

3.4)

Suponga que una firma posee la siguiente funcién de produccién: Q = F(K,L) = 4K L +4L% —4L3.
Sabemos los siguientes datos Ky = 3. Encuentre la funcién de Producto Marginal (Pmg) y Producto
Medio (Pme) de la firma y grafique.

Respuesta: Primero debemos reemplazar el valor de capital, ya que, en corto plazo las unidades
de capital son fijas. Por lo tanto, la funcién de produccién queda: Q = F(L) = 12L + 4L* — 4L3.
Ahora podemos derivar las funciones:

Para la funcién de producto medio debemos dividir la funcién de produccién por la cantidad de
trabajo L:

Q 120 +4L7 —4L°
L L
Q
L

=12+ 4L — 4L?

Para la funcién de producto marginal debemos derivar la funcién de produccién con respecto al
trabajo L:

9Q_ 9
oL  OL
Pmgr, =12+ 8L — 1217

Pmgy, = (12L + 4L* — 4L?)

Por ltimo para graficar debemos considerar el punto maximo de la funcién de PmelL, por lo que
derivaremos parcialmente para encontrar el maximo:

OPme 0
= (12 + 4L — 472
P AR )
=4-8L=0
-1
2

Tasa Técnica de Sustitucién (TTS)

Considere la siguiente funcién de produccién (Q = 2K2L) y grafique su mapa de isocuantas.
Respuesta:

Para graficar las isocuantas, debemos considerar el hecho de que estamos en largo plazo, debido
a ello ambos factores de produccién pueden variar. Para derivar una funcion que las represente,

debemos definir un nivel fijo de produccién, llamémoslo Q y despejemos el factor de produccién K.

Q =2K°L
Q
K?=_"%
2L

Q

K =
L

ﬁ

Ahora, debemos dar valores de produccién para luego graficar. Notemos que a medida que consi-
deramos mayores niveles de produccion la isocuanta se encuentra mas lejos del origen. Por ultimo
es bueno destacar que cuando L tiende a cero, K tiende a infinito y cuando L tiende a infinito K
tiende a cero.

3.5) Encuentre la TTS para las siguientes funciones de produccién e interprete:



e Q(K,L)=2KL?

Respuesta:
2K
TS = —
L
e Q(K,L)=K'2L/?
Respuesta:
K
TS = —
L
e Q(K,L)=K%L*
Respuesta:
uK
TS = —
oL
e Q(K,L)=10K + 5L
Respuesta:
5
TS = —
10

Corto plazo y Largo Plazo

3.6) Grafique de manera aproximada las siguientes funciones de produccién. Ademds, interprete y de un
ejemplo que pueda ajustarse a estas funciones:

a) Q(L) = V2L

b) Q(L) — K0310.7
c) Q(L)=10L

d) QK,L)=L*>+1

Retornos a escala

3.7) Estudie los rendimientos a escala de las siguientes funciones de produccién:

o F(K,L)=K?+L?
Respuesta: Como el grado de A es 2, la funcién posee rendimientos crecientes a escala.

FO\K,\L) = (\K)3 + (\L)?
FO\K,A\L) = X3K3 4+ \3L3
F(ANK,\L) = \3(K3 + L?)

e F(K,L)=K"?L"®
Respuesta: Como el grado de A es 1, la funcién posee rendimientos constantes a escala.

F(AK,\L) = (A\K)%?*(\L)°*8
F(AK,AL) = A\02K%2\08 08
FO\K,\L) = M (K%2L0%)

e F(K,L)=K°L”?
Respuesta: Como el grado de A\ depende a y S existen 3 posibilidades. Si a+ 5 < 1 la funcién
tendra retornos decrecientes a escala. Si a + § = 1 la funcién de produccién tendréd retornos
constantes a escala. Por dltimo, si a+ 3 > 1 la funcién de produccién tendra retornos crecientes
a escala.



F(\K,\L) = (AK)*(AL)?
FOAK,AL) = \*K°\°LP
FAK,AL) = X8 (KLP)

Funciones de produccién

3.8) Grafique las siguientes funciones de produccién y calcule los productos marginales y medios (analice).
Ademds mencione su TTS y explique si es una funcién de corto o largo plazo:

e Q(K,L)=5K+2L
Respuesta: Es una funcién de producciéon de Largo plazo, lineal con una TT'S = %; Pmgg = 5;
Pmgr =2

e Q(K,L)=10KL
Respuesta: Es una funciéon de produccién de Largo plazo, del estilo Cobb-Douglas con una
TTS = £; Pmgg = 10L; Pmg;, = 10K

e Q(K,L)=min{K,2L}
Respuesta: Es una funciéon de produccién de Largo plazo, Leontief. No es derivable por lo
cual no posee una TMS, pero conocemos la relaciéon de produccién K = 2L.

Costos

3.9) Para las siguientes estructuras de costos, obtenga las funciones de Cmg y Cme, luego grafique de
manera aproximada las funciones que obtuvo.

o O =5q+2¢*—2¢
Respuesta:

C’mg:%:5—i—4q—6q2
dq
C’me:g:5+2q—2q2
q
QC:\/Q
Respuesta:
oC 1
Cmg = = —
=9 ~ 20/q
C’me:—:i

e C=2¢>+3q+5
Respuesta:

C’mg:@:4q+3
dq

C 5
Cme=—=2¢+3+ —
q q



3.10) ;Qué es la funcién de isocostes de una firma?, grafique y exprese su pendiente.
Respuesta:

La recta de isocosto, representa todas aquellas combinaciones de factores de produccién (K,L), que
suponen un mismo nivel de costo. Su forma es la siguiente:

C=wL+rK

Donde, w es el salario del trabajo y r es una tasa de utilizar capital.
La pendiente es —w/r y se obtiene de despejar K de la funcién isocosto:

C=wL+rK

rK =C —wL

k=¢_ vy
T T

3.11) Considere la funcién de producciéon Q(K, L) = 3K L y los siguientes pardmetros Ko =4, w =20y
r = 2. Responda lo siguiente:

a) Grafique la funcién de produccién de corto plazo.
Respuesta:

La funcién de produccion queda: Q = 12L y graficamente es una recta que nace del origen y
tiene pendiente 12.

b) Estudie los rendimientos a escala de la funcién.
Respuesta:

Como el exponente del escalar es mayor a 1, concluimos que la funcién posee rendimientos
creciente a escala.

Q(AK,\L) = 3(AK)(AL)
Q\K,\L) = \3KL

c¢) Estudie las productividades marginales de la funcién.

Respuesta:
Ambas productividades marginales son positivas con respecto al factor de produccion.
oQ
P = =3L
MK = 9K
oQ
P =— =3k
mgr oK

d) Encuentre la funcién de costos fijos, variables y totales.
Respuesta:

Primero reemplazamos el factor fijo y la funciéon de produccion queda:

Q=12L
Luego, despejamos L:

_Q
12

Luego, reemplazamos L en la funcién de isocostos de la empresa:

C=wL+rK

_Q
C—wm—{—rK



y por ultimo, reemplazamos los valores de w, r y Ky:

2
C = 0Q+2*4:¥+8

12

Notemos que el costo fijo es 8, el costo variable es 5Q

5y el costo total es la suma de ambos.
e) Grafique las funciones de costo.

Respuesta:

En un gréifico donde la abscisa es L, y la ordenada se corresponde a los costos el grafico es:

Una constante C'F' = 8, una recta que nace desde el origen Cv = % y por tltimo la suma de
ambos CT = % + 8.

3.12) Considera una funcién de costos que tiene la forma C(q) = 2¢° + 2¢ + 10

a) Obtenga la funcién de Cmg, Cme y Cmev.
Respuesta:

oC
Cmg=—=2q+2
dq
C 10
Cme=—=2¢+2+ —
q q
CmeV:C;/:2q+2

b) Grafique las funciones encontradas.
Respuesta:

La funciéon de Cmg es lineal y nace desde y = 2 y tiene una pendiente de 2. La funcion de
CmeV también es una lineal que nace de y = 2, pero tiene pendiente de 2. Por ltimo, la
funcién de Cme, es tipo U, y se intersecta con la de Cmg en su minimo.

3.13) Una firma posee la siguiente estructura de costos: C(q) = 2¢> — 6¢° + 3¢ + 10.

a) Obtenga la funcién de Cmg, Cme y Cmev.
Respuesta:

oC
Cmg=— =6¢>—12¢+3
dq
C 10
Cme=— =2¢>—6g+3+ —
q q
cv
CmeV:7:2q2—6q+3

Minimizacién del Costo

3.14) Una firma posee una funcién de produccién Q = F(K,L) = K?L que posee rendimientos crecientes
a escala.

a) Encuentre las demandas condicionadas de factores en funcién de w,r y Q.
Respuesta:

Lagrangiano:

L=wL+rK —\Q — K2L]
CPO’s:



oL

l)a—L
oL
oL

=w+AK?2=0

de 1):

de 2):

igualando:

4) en 3):

L% en 4):

b) Siw =8y r =2, ;Cudles son las cantidades de factores de produccién que minimizan el costo?.
Considere un nivel de produccién de Q=2000. Grafique el equilibrio.
Respuesta:



9 \2/3 )
L*=(-— 20003 = 3.15
(%)

9.8\ 1/3
K* = (28) 2000'/3 = 25.20

¢) Encuentre la funcién de costos de largo plazo y luego grafique.
Respuesta:

Reemplazamos las demandas condicionadas en la isocosto:

C =8L+2K
T \2/3 /3 2w\ /3 1/3
c=s8(5) Q/+2<> QY
2w T

o s (Vo (2}
C_Q13[8(2w> +2<r
2/3 1/3

C=6-Q°

d) Encuentre la funcién de Costo marginal y medio de largo plazo. Luego grafique.
Respuesta:

g 0C 2
mg = 90 ~ Q3
C 6
Cme = é = W
3.15) Encuentre la funcién de costo marginal y costo medio para la siguiente funcién de produccidn:
Q —_ K0.5L0.5
Ademas, considere w = 2 y r = 4. Finalmente grafique.
Respuesta:
Lagrangiano:
L=2L+4K — \[Q — K%L
CPO'’s:
oL
1): = =2—-M0.5K"5 L% =0
) oL
oL
2): ~— =4—XN0.5K0PL0 =0
) oK
oL
3): 5y = —Q+ KL =0
)igy =@+

de 1):



2
A

" 0.5K05L05
de 2):
4
A= 05K 05105
igualando:
2 B 4
0.5K051-05 " (. 5K—0.5105
2L0°  4K05
05 K05
2L = 4K
L
4): — =K
2
4) en 3)
-Q+ () L’ =0
2
L
05 = ¢
LY =+2Q
L% en 4):
d
k=L
2
i V20
2
Q
Kl=*
V2

Reemplazamos las demandas condicionadas en la isocosto:

C =2L + 4K
C:2<\/§Q)+4<\%>
C:Q[m/ﬂjﬂ
ol

Por 1ltimo calculamos las funciones de coste marginal y medio:



o255
w5 [3]



